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Ordered size distribu七ionof logarithmical type can be 
applied sometimes七othe experimental distribu七ion curve 
which may be resulted from random causes. The presen七
paper explains this dis七ributionis one of approximate 
me七hodof Gaussian distribution as follows: 
1) Ordered size distribution deals only a large posi七ive
portion among a distribution and Gaussian one does the 
whole， and any values of positive and nega七ive. 2)Loga-
rithmic ordered size distr:lbution can be available when 
bo七h ranges of order and v ユriablesare nearly equal， where 
the range means七heratio be七ween七hemaximum value and 
the minimum. When both ranges are nearly equal，七he
logari七hmical type can be available， and elsewise the 
power type does. 3) For ex剖nple，七woconstan七sin the 
ordered size distribution can be decided from the three 
cons七an七s in Gaussian one and allowable approximation 
error. 
1 序論
実験観測データーの統計的処理には種々の方法がある。一定値付近の観測誤差の分析はガウス分
布で与えられ，その理論的根拠も明らかにされている O また，実験的便宜のみでの統計的処理法と
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として，我々はKCl結晶の自然へき開片の大きさの分布を調べて対数順位分布を提案1)したO また，
この分布形式が鉄鋼材料中の粒子組織の大きさの分布を表示するときも用い得ることなど，それが
かなり多くの場合に適用し得ることを示した2i他方，我々は一定長の 1次元結晶がランダムに多
数の結晶片に分割される場合を電子計算機シミュレーション法で調べて対数順位分布が近似的に適
用し得ることを示し，この分布の一般性を推定した3)。
今回は，上記ガウス分布と対数順位分布がランダムなばらつきが原因であるという点で類似して
いることに着目して，ガウス分布が後者によって近似される場合の相互関係を検討した結果を報告
する O
2 対数順位分布の極要
一般に，ある量おの測定値をN個とり，それぞれの測定値を町 (;"=1，2，…・・，N)とする O
測定値町を大きいものから順に並べて番号をつけ ，L番目の測定値を tの関数と考えて，順位分布
と呼ぶ。以下，その例を示すO
2.1 KCI結晶の自然へき開片長1)
直径 3cmのるつぼの中に KCl粉末を入れ融解した後， 3oC/min程度のやや速い冷却を行うと 7 得
られたKC工単結晶は自然へき開片を起こして，いろいろの大きさの結晶片にわかれるが，その辺長
zを大きいものから順に番号 iをつけると xの対数順位分布について，次の近似式が成立するこ
とを示したO
x =Xexp( -i/H)……………………………………(1) 
これを Fig.1に示すが 1'"-' 10を除いて非常によい近似となっているO また，このとき z
についての分布密度関数は(1)式より -H/Xとなる O
2.2 鋼中の結品粒子径の
市販鋼材のフェライト粒度またはオーステナイト粒度がJISで平均粒度の測定が規定されている O
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我々はこれらの粒子について，さらに詳し'く調べることとし，平均値のみならず平均値に加えてば
らつきを扱うこととした。このため粒子の大きさ sの分布を詳しく調べて，それについてもFig.2
のように 2.1の対数順位分布が良く適用し得ることを示したO また，この方法は比較的粒子数が少
ないときも利用し得るので，材料を曲げ変形させたときの局部的変形状況の討論にも用い得ること
を報告した。
鋼の衝撃破壊面の粗さ 4)2.3 
棒状鋼材を中央で衝撃破壊したとき，得られる破壊面の粗さについては材料の形によっていろい
ろ異なり複雑である O このために鋳鉄の場合には表面が組いといった定性的な表現は用いられるが，
定量的な検討はほとんど行われていない。我々はこの破壊面の組さと材質との関係を定量的に検討
その上で等間隔の多数の点でする準備として次の操作を行ったO 破壊面に沿って直線をとった後，
破壊面の凹凸量sを測定して順位分布を求めたO その結果の例は Fig.3に示すように，この方法が
また組い構造の鋳鉄F15Cでは(1)式の形式で表示したときの定数Xが大きく，
機械構造用45Cでは小さいこと，さらに後者では焼入れすると Xが著しく小さくなり，焼戻しによ
って再び大きくなることを得た O さらに焼入れによってHが増大し粒度分布の一様性が強くなる。
ほぽ用い得ること，
これらは対数順位分布が材料構造の特徴を記述するとき有効であることを示すO
コンビューター・シミュレーション 3)
全長Nの l次元結晶中に九個の欠陥が分布する場合に，欠陥間隔がm以下の点で切断されるもの
2.4 
として，結晶片の厚さ sの順位分布を電子計算機シミュレーションで求めたO その結果によれば片
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at the computer simulation of 
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Fig. 3 Roughness of fracture 
surface of steel.[T. NAKAT~O ， 
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数が nに比較して著しく小さいときFig.4に示すように， 2.1の対数順位分布が得られる O これは
結晶の切断がランダムであるとき対数順位分布が生ずることを予想させたO
3 ガウス分布と対数順位分布との関連
3.1 ガウス分布5)
一定値を観測するとき毎回の観測値の誤差の正 p 負のランダムなばらつきが介入するとき，この
誤差の分布密度関数は観測値の誤差zの現われる回数を yとすると観測値の誤差♂の平均 Xo'標準
偏差んを用いて，
y = YO exp {一(X -Xo )タ2h2}.・H ・.~ . . ・H ・...・H ・-(2)
で表される。この表式はフリードリッヒ・ガウスが天体観測のデータにおける誤差を処理するため
に導入したものでガウス分布という O ガウス分布をなす現象は測定誤差ばかりでなく，性別・年令
別身長分布，試験得点分布その他多くの自然、現象・社会現象について統計学上最も応用の広い基本
的な分布である O もちろん，扱う対象によっての関数の変動についても関数形が既知の場合の処理
はよく知られている O
3.2 ガウス分布と対数順位分布
ガウス分布と対数順位分布の対応、を考えるについては以下のことに留意しよう。
1) ガウス分布と同様に， 2で述べた対数順位分布もランダムなばらつきが原因であることから
両者の対応を考える O
2) ガウス分布では独立変数 Z について正，負すべての値を考慮するが，対数順位分布では Z は
正の値にのみ限定され，しかも実際には試料のうち特に大きい値のみに着目していることは注意す
べき点である O この点から対数順位分布はガウス分布のうち正の大きい値での局部的近似形となっ
ていることが推測される O
3) 上記 2)の場合の近似関係がどう表現され，近似の適用範囲がどうなるかを検討してみること
が必要である O このときガウス分布では XoキOのときは常数 3個を用いているが，対数順位分布で
は常数は 2個である。したがって，ガウス分布から順位分布には移行可能であるが逆はできないO
4) ガウス分布は広い範囲の分布について一般的に適用可能であるとともに，その基l礎は乱数的
な分布によるものとして理論が確立されているO これに比して，対数順位分布はかなり一般的に適
用し得るのであるが理論的基礎は不明であり，シミュレ ションによって大略的に乱数的分布にな
るものと推測されたO 今後これら順位分布の基礎を確立することが必要である O
特に 2)の点からみて，順位分布はガウス分布のうち値の大きい少数個のみを扱うものと思われる
ので，この報告では順位分布がガウス分布の一部を近似する観点から評価を試みる。
4 ガウス分布の対数順位分布表示
前節 3.2を考慮して，ガウス分布と順位分布とを分布密度関数の形で比較し，近似の具体的表現
を求める。また，処理を簡単にするために，以下段階的に検討する O
4.1 Exp(-xγ2la，2 )の al/Xによる近似
まず，最も簡単なガウス分布y=exp(-xY2h2) を対数順位分布の分布密度関数αl/Xで近似
することを考える O いま，ガウス関数を両対数日盛りに描くと ，x/hに関して定関数であるから，
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Fig.5に示すようにパラメーターんの変化に対して図形は a軸方向に平行な移動するだけで，形状
は不変である O この曲線を直線 αVxで近似するときは曲線上の曲率半径が最小となる点付近のみの
部分近似である O したがって，ガウス関数を対数順位分布の分布密度関数で近似させるとき p 両分
布ともにパラメーターは l個であるから，両者のパラメーター聞に定まった関係が存在し，両関数
聞の交換は正，逆ともに可能であるO さらに注意する点は近似における許容誤差の大小により近似
操作が異なることである O
いまん=1/v'2とした簡単な分布 y= exp (_X2 )を直線 yαI/Xで近似することを考えよう。
近似の許容誤差を大きくするほど引の値は小さくなるとともに，近似式の適用範囲は広くなる
(Fig.6参照)。この場合に曲線自体の近似精度を見ればかなり悪いのであるが，対数順位分布が
積分型であるために対数直線からの外れは小さくなり，よい近似として用い得る(5参照〉点を注
意しよう O とのことを考慮して，今回は適用範囲を広くするこ左に主眼をおき，許容誤差を::1::15 ro
と大きくとることにしたO いま曲線に接する勾配-1の直線を求めるとその接点 Pの座標は Xp
O. 7， Yp = O. 61であり αp= X P Y P = O.42 7を得る O 誤差の上限をこの直線にとり，下限としては
y座標が Yp=0.61の Q.7倍である点 Rを通る勾配一 lの直線 R.ARBとする O したがって，中間的
な近似直線としては y座標が Q.85 y pの点Q を通り，勾配が-1の直線(図中の実線O.AOB)を用
いて引の値を求め α1=0.363を得るO この場合 α1は許容誤差 Eの関数となり tを0....5roの範
囲にとったときの引の変化をFig.7に示すO これはほぼ直線となり次の近似式を得る O
α1 ~ O. 43 ( 1 -t ) …………………・・…………......(3) 
〔注〕普通 p 誤差は等差数列的に扱って土何%の形で書くことが多いが，ここでは指数関数
的に値が変化するので，等比的な数列に近いと考える O 等比数列では対数をとれば等差数列と
なるから，等比数列での誤差表現は X，-+-何%の形式で処理する方が妥当である O もちろん，
誤差が小さい場合には，等差数列と等比数列とのいずれで扱うかによっての差は小さい。
上記(3)式の結果をもっと解析的に検討すると次のようになる O 指数順位分布およびガウス分布を
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変形して比較すると，
Y αlt/Xのとき d ( logY ) / d (logX ) = -1 
y = exp ( -x~2 1，2 )のとき d (log y ) / d (logX ) = -X 2/.ん2
いま，接点(Xlt' Y1P )においては両勾配が等しいことにより次の結果を得る。
Xlp ん，Y1P 叫 (-t)~ 0.61 
-・(4)
αlpα11" α1ニ叫(←%)
この結果を用いると，誤差 Eでの中間的な近似OAOBは次式で与えられるO
Y αl/X' α 叫ん(1 -t ) ……...・H ・..…………………・…・・(5)
これは(3)式の解析的表現となっているO さらに誤差の下方限界 RARB Y =αl(l-t)/x=α1ん
( 1 -ε)2/♂がガウス曲線と交わる点 RA' RBより近似の適用境界が得られる O 特に後に利用す
るための参考として，この近似での上境界(xの大きい値の境界RB)は次式の解として与えられ
るO
叫ん(1 -t )2/ X = exp ( -x2/2 h 2 )…・….....・ H ・..………………(5 A ) 
あるいは，これを書き直して，cに関する次式の解を求めることとなる O
c exp ( -c2/Z ) = sl' c = X/ん，sl α1 ( 1 -t )2……………(6) 
いま αl' tを与えたときの 5の解を c1 ( s 1 ) = ( -2 log s 1 ) 1/2と書くと，
Xmax んCl' Ymin=exp(-ç~/2) …・・…・…・・・…・・……………(7)
となるo Clのslによる変化を図示すると Fig.8が得られる O
4.2 Exp(-xY2h，2)のαm/xmによる近似
前項の討論をさらに一般化して考えるとガウス曲線上の任意部分を簡単に近似する表示として，
一般順位分布 αm/♂mをとることができる O ここでも近似の許容誤差を:l::1570と定めるならばαm
の値は mに応じて 4.1でα1を決めたのと同様の方法で求めることが出来るし，近似の適用範囲も決
定される。 mの値を種々に変化させて同様な操作を行った結果，得られた各数値をTable1.にまと
めた O
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Fig. 8 Variation of s according 
to ~. 
mの値を種々にとったときの近似処理の結論として，これらの結果より，
(i) Tabユe1.において，種々にえらんだmの値のmax/mな1を縦のrangeとすると，mのran-
geは12である O 同様に得られた X ，Yの上限値， αmの値について縦のrangeを求めるといずれ
も1.7--...2.8と小さい。すなわち ，mの値を変化させたことに比較して，これら 3者の変化は無視
してよい。
(il mの値を指定したときの近似における♂の値の変化範囲 (xについて下限を上限を割ったも
の)を横のrangeと呼んで〆(却と記すO 同様に y，.rxすについての横のrangeを同表に記し
てある O この結果，xの下限 yの下限の値のrangeは極めて大きく，これらの値が近似の方法
によって著しく変化すること，したがって，実施面からみれば，これらの値の大小を近似法 (mの
値)を選択する因子とすることが可能であろう O
(iil 上記tlilの結果より X ，Yに関する横の rangeの大小により mの値を選択することができる O
すなわち mの値によるァホ(y)/γホ(x)の値の変化は Fig.9で得られるので， γホ(yl/γ事(x)> 1 ， 
T市 (y)/γホlr)= 1， r噂(1)/γ.lr){ 1にしたがって m)l， m=l， m<lと選ぶことができる O
(i川 Tabユe1.より mを変化させるととによって， α視の値は多少変化するから，基本的には(3)式
の α1~α1(ε) の代わりに αm~am (e， m)と書くことが妥当である o e = O. 15としたときの mに
よる αmの変化をFig.lOに示すO 使用回数の多い領域として m= 0.5'"""' 3の範囲内で考えること
とし， Fig.10の結果を αmが大略的に mに無関係な定数 O.363 (m = 1のときの値〉として近似す
るO そのときは基本的考察でαm(e，m)の形となるものを現実の近似操作では，
αm(O.15， m)均 0.363 ………………………………………………(8)
としてよいことになる O すなわち，簡単な近似として一般的に mに無関係で， (3)式と同形の
αm ( e， m) ~ O. 43 ( 1 -e ) .，・H ・..…………………………………(9)
が用い得るとしよう O
なお，この一般順位分布については，各国における都市人口分布を取扱った例6)があるが，多少
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Tab1e 1. Different parameters at the approximation by a general rank-
size distribution in power type y = a m/ X m ( e = 0.15 ) 
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'汽代yxl) am point X(RA) Y(RA) X(Re) y(Re) X I Y ♂子
0.4.0.852 0.086 0.46 0.s8 0.993 0.534 10.23 2.16 4.7 0.211 
0.5.0.78 0.157 0.39 0.97 0.975 0.469 6.18 2.5 3.93 0.405 
0.7，0.61 0.33 0.254 1.17 0.897 0.363 3.55 3.53 3.54 0.99 
1 10.37 0.6¥5 0.125 1.44 0.685 0.315 2.34 5.48 3.58 2.34 
1.3，0.185 0.826 0.061 1.67 0.505 0.345 2.02 8.28 4.09 4.10 
1.4 J0.141 1.02 0.0315 1.86 0.35 0.46 1.82 11.1 4.5 6.10 
ra喝e=円tーn、←atn x 11.86 14.6 2.1 2.8 1.7 5.62 5.14 
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問題があるので，今回は詳しい討論は保留する。
4.3 ガウス分布でのXoの効果
XQキOのときガウス分布の曲線形は XQの減少ともに湾曲がなめらかとなる O 曲線上での曲率半
径が最小となる点付近を α。/X直線で近似し，誤差を::l::15 %と考えたときの近似限界を求めると，
判>0であれば近似範囲が減少するので近似式としては不良となり. XQくOであれば近似は良くな
る。そして刊の減少とともに近似可能なおの範囲は広くなるが，同時に sの大きい値の部分を捨て
て，小さい値の部分をとり入れることになる O なお，m = 1のとき Xoの種々の値に対して 4.1の方
法で α。を決定し Tabユe2. を作ると Xo の値の如何にかかわらず〆(X)~ 戸(y)~r* (ゾ Xy ). r*(y)/ 
r*(X) = 1が成立するがrangeの大きさは Xoの値によって多少変化する O したがって，mの値を選
択するための 4.2 (i)の方法はおoの値の大小に無関係に使用し得ることが結論される o Tabユe2.は
m=1のとき Xoを変化させた例であるが，一般的には(3)式は次の形，
αo ~ f ( e， m. xo) ・……・・………・…..………...・H ・..…・…・・…・…・・帥
で表される o Tabユe1. ( m = 1， e = 15 )によれば，Xoが変化するとき αoの値は著しく変更する
必要があり，帥式は mと Eとの 2次元平面内で複雑に変化するので，ここでは数表式の詳しい検討
は行わない。
5 ガウス分布の順位分布による近似
これまで前節4に述べた近似は徴分形であって，近似領域のみを考えてきたO しかし，積分形を
用いるこの節の討論では次の 2点が問題となる O
1) 徴分形における近似領域よりも大きいsの値に対する近似誤差も併せて影響する点を考慮す
る必要があるO すなわち，ガウス分布では sの増大とともに yは急激に減少するが弘，弘2 は減
衰がゆるやかである。したがって Xの値について近似上限から無限大までの範囲での積分は真の
値よりも近似式における値がかなり大きく現われる O これについては解析的考慮が可能であるO
2) ガウス分布は連続関数表現であるが，順位分布は本質的には不連続関数表現であり，特に工
の付近で，この不連続性が大きく影響する。この問題に対する解析的処理は困難であり，実用
的対策を中心として検討する必要がある O
上記 2つの誤差を補正するための方法を次に述べるO
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to r肩 (y)/r両 (x)• 
Fig. 10 Variation of 4 according 
to m(ε=0.15). 
いま 4.3の討論では， exp {一 CX-xO)2/2h，2}をα/xによって近似している O したがって，
一般的なガウス分布の近似は次式で与えられる O
九 exp{一 Cx -Xo )2/2ん2}~Yo α/x ….....・ H ・ H ・ H ・...・ H ・...… ..ω
これを積分して分布関数での近似関係を求めるとき，ガウス分布では積分範囲を sから∞までと
るのであるが，対数順位分布ではYoα/xの積分は sから∞までの範囲をとると発散してしまうの
で，近似の上限を 10に修正し zからんの範囲で積分して順位 Zをとることとする。すなわち，ガウ
ス分布，対数順位分布でこの操作によりそれぞれの積分範囲によって求めた順位 tでの近似関係は
次式で与えられる O
i = l:"Yo exp {一 Cx -xo )予/2h，2}吋 10Yo山山=一 αYologx/10 s 
ここに10は数える番号をずらす近似操作に対応する新しいパラメ タで10= 10 C xo' m， e)で
あり，特に前記した 2つの課題に対する修正を合わせて行うことにも対応させ得る O すなわち，対
数順位分布において x= 10のとき，順位1= 0を得ることを考慮すれば，ガウス分布において積分
上限を∞にとることに対応して，対数順位分布では近似以上限10を積分上限にとることとなり，
Fig.6中の点RB付近がこれに対応するo 2.1に記した形式 i= -Hlogx/Xを上記近似表現
-a Yo log x/loに対応させ， (4)， (5)式を用いると，
H=αYo = { exp C -+)} C 1 -e ) h， Y。 ω
となるO これによってガウス分布での定数ん ，Yoと近似処理における定数 Eなどによって対数順位
分布のHが決められるという結果が得られたO また，4.1の計算を参照すればX=lo=んしであるO
この近似を実施した結果をFig.1に記すO これによると近似範囲 x= O. 15... 1. 5において良好
Tab1e 2. Varia七ionof cons七ansin approxima七iondepending 
on Xo (e 0.15) 
Xo tangent Allowable error (15
0/0) rangelえmax/min
ao point X(RA) y(RA) X(Rd) Y(R a) x y ♂Y 
2 (2.2，0.96J 1.48 0.53 2β 1.0 1.8 1.89 1.89 1.89 
1.5 (1.8，0.91) 1.15 0.49 235 1.0 1.39 2.04 2βι 2.04 
(1.3，0.9 ) 。819 0.4T1 1.92 1.0 0.99 2.34 2.34 2.34 
0.5 (1， 0.78) 0.545 0.361 1.51 1.0 0.66 2.77 2.77 2.77 
O (0.7，0.61 ) 0.33 0.25' 1.17 0.897 0.3ω 3.55 3.53 3.54 
-0.5 K0.5，ω7) 0.215 0.145 0.89 0.6 0.157 4.14 4.14 4.14 
~a36.0.1θ 0.152 0.059 0.68 0.265 0.049 4.47 4.49 4.48 
-1.5 Q28，().O叫 0.11 0.015 O.ち50.075 0.01 5.0 5.0 5.0 
一2 ~o.23. o.06司 0.086 0.00247 0.45 0.013 回.側355.23 5.26 5.25 
明 e=max/minI17.21214.616.2 1769但笠2←2.7712.7812.78
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な近似関係となっていることが知られる O
6 実験例との比較
今回の討論において実験的に最も明瞭なものはHがれに比例することである O この近似関係の例
は2.3に述べた文献2)中にみられるO 鉄鋼の結晶粒子数を観察するとき，原点、を中心に一辺M ・L
をもっ正方形を観察面積として，正方形の一辺をいろいろに変えるとき，したがって，観測粒子数
Nをいろいろに変えるときの粒子の辺長の順位分布を調べたO そのときMによってEは大きく異な
るO この結果を書き直して α=H/NとおけばαはMによって多少変化するがMが大きい，すなわ
ち，観測面積がある程度以上広いときはほぼ一定値となる O この様子をFig.12に示した O いま，
統計的にみれば，観測粒子数がすないとき(例えば 10個のとき )αが一定値からかなりずれている
が， 100個の場合はほぼ一定値になるという結果が得られたことは妥当であるo (M = 8のときN
=80である。)
以上によって順位分布が適用し得るための基礎として次のと左が示された。
1) 任意m分布(分布密度関数 αm/xm)ガウス分布のうち特に値 Z の大きい小数個のみに着目
して近似処理するものであり，対象とする Z の範囲(最大値/最小値の比)がデータの個数よりも
ずっと大きいときは m( 1とし，範囲がずっと狭いとき m) 1とすることが妥当であるo m = 1は
対数順位分布に相当し，中間的な zの領域(最大値/最小値の比の値がデータ個数と同程度のを
き)に対応した近似処理である O
2) 対数順位分布では，簡単なガウス分布の例について近似法の基礎的考察が確立されたO すな
わち，対数順位分布では 2 つのパラメータ H と X~ を用い，ガウス分布ではYO ， xo，んを用いてい
るO 両者の関係としてはHはYOに比例するが，その比例定数は xo，んおよび近似処理による効果に
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よって複雑に変化し，その簡単な一例を(3)式に示したo Xは連続的なガウス分布を不連続な順位分
布に移すためのパラメータである O
7 結論
対数順位分布と一般順位分布がかなり広く使用できる Eと， random originであると思われる
ことから，それらとガウス分布との関連を検討して，次のことを報告したO
1)対数順位分布とガウス分布との類似点、は，かなり多くの場合に使用することができること，
およびrandomなばらつきに起因すると思われるととの 2つである。しかしガウス分布と一般順
位分布との相異点として，対数順異分布は正の値のみを対象としており，ガウス分布は正，負どち
らの値も対象としている O これらの点からこれらの各分布は同ーの分布状況を表現する各種の形式
であり，ガウス分布は微分形，順位分布は積分形であるとして対応させた O
2) 対数順位分布はガウス分布のうち値の大きい部分のみを対象として扱い，その近似表現であ
るとして近似条件を検討し，対数順位分布，ガウス分布の関連を見い出した O 特に対象とする sの
値のrange(最大値/最小値の比の値)が yの値の rangeと同程度であるとき対数順位分布を用
いればよいことを示した。
3) 対数順位分布とガウス分布との関連については近似誤差が影響することを示し，一例として
対数順位分布の定数H をガウス分布から求める例を示したO しかし一般的，基礎的な表現形式につ
いては関連するパラメータが多いので保留してある O
今後さらに基礎的な研究を行い，統計的取扱いにおける各種分布のもつ意味を明らかにすること
が望まれる O
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